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Zufällige Graphen und Cliquen

(die Logik der ersten Stufe ist blind für zufällige Veränderungen)
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Wege in Graphen und in gerichteten Graphen.

Graph G = (V (G), E(G))

V (G) Punkte, E(G) Kanten

gerichteter Gaph G = (V (G), E(G))

E(G) gerichtete Kanten
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Graphen G1 und G2: Gibt es einen Weg von s nach t?
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Gerichtete Graphen G3 und G4: Gibt es einen Weg von s nach t?
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Graph G, s, t ∈ V (G), s 6= t (i) ⇒ (ii)

(i) Es gibt einen Weg von s nach t

(ii) Es gibt eine Menge A von Punkten mit

– s ∈ A, t ∈ A,

– s und t haben beide genau einen Nachbarn in A,

– alle anderen Punkte in A haben genau zwei Nachbarn in A.

(ii) ⇒ (i)

es gibt einen Weg von s nach t in G ⇐⇒ G |= ∃Xϕ[s, t]

monadische Σ1
1 Formel:

∃X1 . . . ∃Xrψ mit einstelligen X1, . . . , Xr und ψ ∈ FO

Theorem(Ajtai, Fagin 1990). Es gibt keine monadische Σ1
1 Formel, die in allen

gerichteten Graphen ausdrückt, dass es einen Weg von s nach t gibt.
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Theorem(Ajtai, Fagin 1990). Es gibt keine monadische Σ1
1 Formel, die in allen

gerichteten Graphen ausdrückt, dass es einen Weg von s nach t gibt.

Beweisidee

∃X1 . . . ∃Xrψ(y, z) monadische Σ1
1 Formel

Für hinreichend großes n geben wir zufällige gerichtete Graphen G und G′ an mit

V (G) = V (G′) = {1, . . . , n} und:

(1) es gibt einen Weg von 1 nach n in G, aber nicht in G′;

(2) mit hoher W.: G |= ∃X1 . . . ∃Xrψ[1, n] ⇐⇒ G′ |= ∃X1 . . . ∃Xrψ[1, n].

gerichtete Kanten von G: (i, i+ 1) (mit i ∈ {1, . . . , n− 1}) und für ein geeignetes

p ∈ R, 0 < p < 1 und jedes 1 ≤ i < j ≤ n ist (j, i) mit W. p eine gerichtete Kante

(backedge);

gerichtete Kanten von G′: die von G bis auf die gerichtete Kante (i, i+ 1), wobei i

zufällig gewählt wird.

Ajtai und Fagin beweisen (2) mit Hilfe der Ehrenfeucht-Fräıssé Methode.
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Input: Ein Graph G und s, t ∈ V (G).

Frage: Gibt es einen Weg von s nach t in G?

ist mit Hilfe eines Algorithmus lösbar, der Platz O(log |V (G)|) benötigt (Reingold,

2008). D.h. das Problem liegt in der Klasse L.

Input: Ein gerichteter Graph G und s, t ∈ V (G).

Frage: Gibt es einen Weg von s nach t in G?

ist vollständig für die Klasse NL, die Klasse der Probleme die lösbar sind durch

einen nichtdeterministischen Algorithmus, der logarithmischen Platz benötigt.
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Zufällige Graphen: Ergebnisse von Glebski, Fagin, Shelah,. . .

Sei G ein Graph und A ⊆ V (G).

A ist eine Clique (ist eine |A|-Clique) in G, wenn

∀a, b ∈ A, a 6= b : {a, b} ∈ E(G).

n ≥ 1, 0 < p < 1, Erdős-Rényi W.-Raum ER(n, p): Graphen G mit

V (G) = [n] := {1, 2, . . . , n}, ∀i, j ∈ [n], i 6= j : {i, j} ∈ E(G) mit W. p.

Bemerkung. Für 0 < p < 1 und k ∈ N gilt

lim
n→∞

Pr
G∈ER(n,p)

[G enthält eine k-Clique] = 1
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Bemerkung. Für 0 < p < 1 und k ∈ N gilt

lim
n→∞

Pr
G∈ER(n,p)

[G enthält eine k-Clique] = 1

Insbesondere: Sind 0 < p, q < 1 und k ∈ N, so

lim
n,ℓ→∞

Pr
G∈ER(n,p),H∈ER(ℓ,q)

[G enthält eine k-Clique ⇐⇒ H enthält eine k-Clique] = 1.

Theorem (Glebski et al. 1969, Fagin 1976). Seien 0 < p, q < 1 und ϕ ein FO-Satz.

Dann

lim
n,ℓ→∞

Pr
G∈ER(n,p),H∈ER(ℓ,q)

[G |= ϕ ⇐⇒ H |= ϕ] = 1.

Für p = q folgt

lim
n→∞

Pr
G∈ER(n,p)

[G |= ϕ] existiert und lim
n→∞

Pr
G∈ER(n,p)

[G |= ϕ] ∈ {0, 1}.

0–1 Gesetz
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limn→∞ PrG∈ER(n,p)[G |= ϕ] ∈ {0, 1}. (0–1 Gesetz) Bis jetzt: 0 < p < 1,

nun p = p(n) = n−α(n) mit α : N → R+, limn→∞ PrG∈ER(n,n−α(n))[G |= ϕ] =?

α(n) :=
1

logn
(dann p(n) = n−α(n) = 1/2).

Korollar. α(n) := 1
log n

. Für alle FO-Sätze ϕ

lim
n→∞

Pr
G∈ER(n,n−α(n))

[G |= ϕ] ∈ {0, 1}.

Theorem. α := (die Konstante) 2/3, also p(n) = 1
3√
n2

. Dann

lim
n→∞

Pr
G∈ER(n,n−α)

[G |= “existiert eine 4-clique”] = 1− e−1/24 = 1− 1
24
√
e
.

Theorem (Shelah, Spencer). Sei α eine konstante irrationale Zahl. Dann gilt für alle

FO-Sätze ϕ,

lim
n→∞

Pr
G∈ER(n,n−α)

[G |= ϕ] ∈ {0, 1}.
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FO ist blind für zufällige Cliquen

Für G ∈ ER(n, 1/2), ist die W., dass G eine k-Clique enthält beschränkt durch
(
n
k

)
· ( 1

2
)(

k

2).

Bemerkung. a) Der Erwartungswert für die Größe einer maximalen Clique

in G ∈ ER(n, 1/2) ist ≈ 2 · log n.

b) limn→∞ PrG∈ER(n,1/2)

[
G enthält keine (4 · logn)-Clique

]
= 1.

W.-Raum ER(n, 1/2, k) für n, k ∈ N, k ≤ n: Wir starten mit

G ∈ ER(n, 1/2) und ein zufällig gewähltes A ⊆ [n] (= V (G)) mit |A| = k.

Wir erhalten G+K(A) ∈ ER(n, 1/2, k), indem wir zu E(G) genau die Kanten

hinzufügen, die A zu einer Clique machen (“wir pflanzen in G die Clique A”).

G+K(A) ∈ ER(n, 1/2, k): G ∈ ER(n, 1/2) und A ⊆ [n] mit |A| = k.

Im Folgenden deuten wir G ∈ ER(n, 1/2) und G+K(A) ∈ ER(n, 1/2, k) als

geordnete Graphen mit der natürlichen Ordnung auf [n].
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Theorem (Chen, F. 2014). Für alle FO-Sätze ϕ:

lim
n→∞

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2, 4 log n)

[

G |= ϕ ⇐⇒ G+K(A) |= ϕ
]

= 1

Theorem. Für alle FO-Sätze ϕ, α : N → R+ mit limn→∞ α(n) = 0 und alle

k : N → N, k(n) ≤ nξ mit 0 ≤ ξ < 1:

lim
n→∞

Pr
(G,A)∈ER(n,n−α(n), k(n))

[
G |= ϕ ⇐⇒ G+K(A) |= ϕ

]
= 1.

α(n) =
1

logn
, k(n) = 4 · logn.

Die Konklusion ist auch richtig, wenn wir endlich viele built-in Relationen zu G und

zu G+K(A) hinzufügen.

Sei R ⊆ N
s eine s-stellige Relation in N. Die vorangehende Konklusion ist richtig mit

der built-in Relation R, falls sie ihre Gültigkeit behält, wenn wir den geordneten

Graphen G und G+K(A) die von R auf [n] induzierte Relation R ↾ [n]s hinzufügen.
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Einige Ideen des Beweises.

ϕ := ∀x

ψ(x)
︷ ︸︸ ︷

∃y ∀z
ρ(x,y,z)

︷ ︸︸ ︷

(Exy ∨ ¬z < x ∨ Eyz)
︸ ︷︷ ︸

χ(x,y)

Geordnete Graphen G mit V (G) = [n] n 7→ Schaltkreis Cn(ϕ) mit

Inputknoten x{i,j}, wobei {i, j} ∈
(
[n]
2

)
:= {{i, j} | i, j ∈ [n], i 6= j}

ϕ 7→ (Cn(ϕ))n∈N, Cn(ϕ) Höhe 4, Größe (# Knoten) 1 + n+ n2 + n3 +
(
n
2

)
� n4

Geordnete Graphen G mit V (G) = [n] entsprechen Bewertungen von Cn(ϕ):

Wert des Inputknoten x{i,j} ist 1 ⇐⇒ {i, j} ∈ E(G).

Menge der Bewert. von Cn(ϕ) = {0, 1}(
[n]
2 ) = Menge der geord. G mit V (G) = [n]

Dann Cn(ϕ) : {0, 1}(
[n]
2 ) → {0, 1}

G |= ϕ ⇐⇒ Cn(ϕ)(G) = 1.
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Eine Familie (Cn)n∈N mit Cn : {0, 1}(
[n]
2 ) → {0, 1} ist AC0, wenn existieren a, t ∈ N:

für alle n: Cn hat Höhe ≤ a und Größe � nt.

Für alle FO-Sätze ϕ: (Cn(ϕ))n∈N ist eine AC0-Familie.

Beispiel. Für die Schaltkreisfamilie (Cn)n∈N mit

Cn :=
∨

A∈( [n]
4·logn

)

∧

{i,j}∈(A2)

x{i,j}.

und jeden geordneten Graphen G mit V (G) = [n]:

G enthält eine (4 · logn)-Clique ⇐⇒ Cn(G) = 1.

Somit

lim
n→∞

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2, 4·log n)

[

Cn(G) = Cn(G+K(A))
]

= 0.

(
Cn

)

n∈N
hat die Höhe 2 und die Größe ≥ nlog n; somit ist sie nicht AC0.
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Theorem(Chen, F.). Für alle AC0-Familien
(
Cn

)

n∈N
mit Cn : {0, 1}(

[n]
2 ) → {0, 1}:

lim
n→∞

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2, 4·log n)

[

Cn(G) = Cn(G+K(A))
]

= 1.

Für alle FO-Sätze ϕ:

lim
n→∞

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2, 4 log n)

[

G |= ϕ ⇐⇒ G+K(A) |= ϕ
]

= 1

Beame, Rossman

Rossman zeigt mit der probabilistischen Methode (via Schaltkreisen), dass in

geordneten Graphen zur Symbolisierung in FO von

es gibt eine k-Clique

mindestens k/4 Variable benötigt werden.
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∧

i∈I

∨

j∈J
βij ist äquivalent zu

∨

g:I→J

∧

i∈ I
︸︷︷︸

J′

βig(i)

Wenn |I| = n, so |J ′| = n.

(x ∨ u) ∧
(¬y ∨ ¬v) ∧
(¬x ∨ y) ∧
(x ∨ z) ∧
(y ∨ u)

z = 1, v = 0 (x ∨ u) ∧
1

(¬x ∨ y) ∧
1 ∧

(y ∨ u)
Die Formel auf der rechten Seite ist äquivalent zu:

(x ∧ y) ∨ (¬x ∧ u) (also, |J ′| = 2).

H̊astad’s Switching Lemma.
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Theorem. Für jeden FO-Satz ϕ:

lim
n→∞

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2,4 log n)

[

G |= ϕ ⇐⇒ G+K(A) |= ϕ
]

= 1.

Korollar. Für m ≥ 1:

lim
n→∞

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2,4 log n)

[

G ≡FOm
G+K(A)

]

= 1.

lim
n→∞

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2,4 log n)

[

G ≡LFPm
G+K(A)

]

= 1? ≥ 1/2? FALSCH!

Vermutung. (LPCC) Es existiert q ∈ N[X], so dass für alle m und hinreichend

großes n:

Pr
G+K(A)∈ER(n,1/2,4 log n)

[

G ≡LFPm
G+K(A)

]

≥ 1/q(n).
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