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Zutallige Graphen und Cliquen

(die Logik der ersten Stufe ist blind fiir zuféllige Verdnderungen)

JORG FLUM
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INHALT

1. Wege in Graphen und in gerichteten Graphen.

2. Zufillige Graphen: Ergebnisse von Glebski et al., von Fagin und von Shelah und
Spencer.

3. FO ist blind fiir zufallige Cliquen.
4. Einige Ideen des Beweises.

5. Beziehung des Ergebnis zur planted clique conjecture.
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WEGE IN GRAPHEN UND IN GERICHTETEN (GRAPHEN.

Graph G = (V(G), E(G))
V(G) Punkte, FE(G) Kanten

gerichteter Gaph G = (V(G), E(G))
E(G) gerichtete Kanten
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Graphen GG; und G2: Gibt es einen Weg von s nach t7

G3 G4

A

Gerichtete Graphen Gs und G4: Gibt es einen Weg von s nach t7
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Graph G, s,t € V(G), s #t (i) = (ii)
(i) Es gibt einen Weg von s nach ¢

(i) Es gibt eine Menge A von Punkten mit
—seA teA,
— s und t haben beide genau einen Nachbarn in A,

— alle anderen Punkte in A haben genau zwei Nachbarn in A.

(i) = (i)

es gibt einen Weg von s nach t in G <= G = 3Xyls, ]

monadische Y7 Formel:

4X1...3dX,1 mit einstelligen X1,..., X, und v € FO

THrorREM(Ajtai, Fagin 1990). Es gibt keine monadische ¥ Formel, die in allen

gerichteten Graphen ausdriickt, dass es einen Weg von s nach t gibt.
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THEOREM(Ajtai, Fagin 1990). Es gibt keine monadische 31 Formel, die in allen

gerichteten Graphen ausdriickt, dass es einen Weg von s nach t gibt.

BEWEISIDEE
3X;...3X,vY(y,z) monadische ¥; Formel

Fiir hinreichend grofles n geben wir zufillige gerichtete Graphen G und G’ an mit

V(G)=V(G)={1,...,n} und:
(1) es gibt einen Weg von 1 nach n in G, aber nicht in G';
(2) mit hoher W.: G |=3X:1...3X[1,n] <= G’ &= 3X1...3X,0[1,n).

gerichtete Kanten von G: (i,i+ 1) (mit ¢ € {1,...,n —1}) und fiir ein geeignetes
PpER, 0<p<1undjedes1<i<j<nist(j,7) mit W. p eine gerichtete Kante
(backedge);

gerichtete Kanten von G': die von G bis auf die gerichtete Kante (i,7 + 1), wobei i

zufallig gewahlt wird.

Ajtai und Fagin beweisen (2) mit Hilfe der Ehrenfeucht-Fraissé Methode.
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Input:  Ein Graph G und s,t € V(G).

Frage: Gibt es einen Weg von s nach ¢ in G7

ist mit Hilfe eines Algorithmus losbar, der Platz O(log |V (G)|) benétigt (Reingold,
2008). D.h. das Problem liegt in der Klasse L.

Input:  FEin gerichteter Graph G und s,t € V(G).

Frage: Gibt es einen Weg von s nach ¢t in G?

ist vollstandig fiir die Klasse NL, die Klasse der Probleme die l6sbar sind durch

einen nichtdeterministischen Algorithmus, der logarithmischen Platz benétigt.
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ZUFALLIGE GRAPHEN: ERGEBNISSE VON GLEBSKI, FAGIN, SHELAH,. ..

Sei GG ein Graph und A C V(G).
A ist eine Clique (ist eine |A|-Clique) in GG, wenn

Va,be A,a#b: {a,b} € E(G).

n>1,0<p<1, Erdés-Rényi W.-Raum ER(n,p): Graphen G mit

V(G)=1[n|:={1,2,...,n}, Vi,jenl,i#j5: {i,j} € E(G) mit W. p.

BEMERKUNG. Fiir 0 < p <1 und k£ € N gilt

lim Pr |G enthilt eine k-Clique] = 1
n—oo GeER(n,p)
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BEMERKUNG. Fiir 0 < p <1 und k € N gilt

lim Pr  [G enthilt eine k-Clique] = 1
n—oo GeER(n,p)

Insbesondere: Sind 0 < p,q < 1 und k£ € N, so

lim Pr |G enthélt eine k-Clique <= H enthilt eine k-Clique| = 1.
n,l—oco GEER(n,p),HEER(L,q)

THEOREM (Glebski et al. 1969, Fagin 1976). Seien 0 < p,q¢ < 1 und ¢ ein FO-Satz.
Dann

li P G — H = 1.
n,élgloo GEER(n,p),II.JGER(E,q)[ ): 14 |: SO]

Fiir p = ¢q folgt

lim Pr  [G | ¢| existiert und lim Pr )[G = ] € {0,1}.

n—oo GeER(n,p) n—oo GeER(n,p

0-1 Gesetz
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limp oo Praerrmn,)[G E ¢] € {0,1}. (0-1 Gesetz) Bis jetzt: 0 < p < 1,
nun p = p(n) = n ") mit o : N — Ry, lim,, s oo PrGGER(n,n_O‘(”))[G = @] =7
1
a(n) := log 1 (dann p(n) =n~"*" =1/2).
KOROLLAR. a(n) := @. Fiir alle FO-Sétze ¢
lim Pr G = ] €4{0,1}.
n—00 GeER(n,n=%(n))
THEOREM. « := (die Konstante) 2/3, also p(n) = %/1,1_2 Dann
1
lim Pr G = “existiert eine 4-clique”] =1 —e /2 =1 — :
n1—>oo GGER(n,n_O‘)[ |: 1 ] 26/5

THEOREM (Shelah, Spencer). Sei « eine konstante irrationale Zahl. Dann gilt fiir alle
FO-Sétze o,

lim Pr )[G = ] € {0,1}.

n—oo GeER(n,n—¢
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FO 1ST BLIND FUR ZUFALLIGE CLIQUEN

Fir G € ER(n,1/2), ist die W., dass G eine k-Clique enthélt beschrankt durch

(- @),

BEMERKUNG. a) Der Erwartungswert fiir die Grofle einer maximalen Clique
in G € ER(n,1/2) ist ~2-logn.

b) lim, oo Prgerr(n,i1/2) |G enthélt keine (4 - logn)-Clique| = 1.

W.-Raum ER(n,1/2,k) fir n,k € N, k <n: Wir starten mit,
G € ER(n,1/2) und ein zufillig gewéhltes A C [n| (= V(G)) mit |A| = k.

Wir erhalten G + K(A) € ER(n,1/2, k), indem wir zu E(G) genau die Kanten

hinzufiigen, die A zu einer Clique machen (“wir pflanzen in G die Clique A”).
G+ K(A) € ER(n,1/2,k): G € ER(n,1/2) und A C [n] mit |A| = k.
Im Folgenden deuten wir G € ER(n,1/2) und G + K(A) € ER(n,1/2,k) als

geordnete Graphen mit der natiirlichen Ordnung auf [n].
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THEOREM (Chen, F. 2014). Fiir alle FO-Sétze ¢:

lim Pr [G}:¢<:>G+K(A)):gp}:1

n—oo G+K(A)EER(n,1/2, 4logn)

THEOREM. Fiir alle FO-Sétze ¢, a: N — R4 mit lim,,—,oc (n) =0 und alle
k:N =N, k(n) <n®mit0<¢<1:

lim Pr GEy <= G+EA) E¢| =1
n— 00 (GyA)EER(n,n—a(n), k(n))
a(n) = ! k(n) =4-logn
- logn’ B e

Die Konklusion ist auch richtig, wenn wir endlich viele built-in Relationen zu G und
zu G + K(A) hinzufiigen.

Sei R C N” eine s-stellige Relation in N. Die vorangehende Konklusion ist richtig mit
der built-in Relation R, falls sie ihre Giiltigkeit behéilt, wenn wir den geordneten
Graphen G und G + K(A) die von R auf [n] induzierte Relation R | [n|® hinzufiigen.
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EINIGE IDEEN DES BEWEISES.

Y (x)

p(x,y,z)

A

© = Vx EIszEEazy Vz<zV Eyz;

~~

x(z,y)

Geordnete Graphen G mit V(G) = [n] n +— Schaltkreis C), () mit
Inputknoten xy; ;1, wobei {i,j} € ([g]):: {{,7} | 4,5 € [n], 1 #j}

@ (Cn(9))nen, Chn(p) Hohe 4, GroBe (# Knoten) 1 +n+n”+n’ + (5) <n’

Geordnete Graphen G mit V(G) = [n] entsprechen Bewertungen von C,,(¢):
Wert des Inputknoten xy; ;3 ist 1 <= {¢,75} € E(G).
Menge der Bewert. von C,(¢) = {0, 1}([’51) = Menge der geord. G mit V(G) = [n]
Dann C,(¢p) : {0, 1}([3]) — 40,1}
Gy = Cu(p)(G) =1
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Eine Familie (C},)neny mit C,, : {0, 1}([3]) — {0,1} ist ACY, wenn existieren a,t € N:
fiir alle n: C,, hat Hohe < a und Groée < n'.

Fiir alle FO-Siitze ¢: (Cr(¢))nen ist eine AC’-Familie.

BEISPIEL. Fiir die Schaltkreisfamilie (C),)nen mit

A€ (aaign) (193€(32)
und jeden geordneten Graphen G mit V(G) = [n]:

G enthilt eine (4 - logn)-Clique <— C,(G) = 1.

Somit

lim Pr [CR(G) = (G + K(A))] — 0.

n—oco G+K(A)eER(n,1/2, 4-logn)

(C’n)n n hat die Hohe 2 und die Grofle > n'°¢™: somit ist sie nicht AC.
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TueoRrREM(Chen, F.). Fiir alle AC®-Familien <C”)neN mit C), : {0, 1}([3]) — {0,1}:

lim Pr [Cn(G) = CW (G + K(A))] — 1.

n—oo G+ K(A)EER(n,1/2, 4-logn)

Fiir alle FO-Séatze :

lim Pr [G):go(:>G+K(A)):go}:1

n—oo G4+ K(A)EER(n,1/2, 4logn)

Beame, Rossman

Rossman zeigt mit der probabilistischen Methode (via Schaltkreisen), dass in

geordneten Graphen zur Symbolisierung in FO von
es gibt eine k-Clique

mindestens k/4 Variable benétigt werden.
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/\ \/ Bi;  ist dquivalent zu \/ /\ Big(s)

el jed gI—J;c [

J/

Wenn |I| = n, so |J'| = n.

(xVu) A z=1, v=0 (xVu) A
(~yV-v) A 1
(mzVy) A (mzVy) A
(zVz) A I A
(y Vu) (y V u)
Die Formel auf der rechten Seite ist dquivalent zu:
(x Ay) V (mx A u) (also, |J'| = 2).

Hastad’s Switching Lemma.
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THEOREM. Fiir jeden FO-Satz ¢:

lim Pr [G):gza(:»G%—K(A)I:go}:l.

n—oo G+K(A)EER(n,1/2,4logn)

KOROLLAR. Fiir m > 1:

lim Pr [G =ro,, G + K(A)} = 1.
n—oco G+ K(A)EER(n,1/2,4logn)

lim Pr [G —1rp, G+ K(A)} — 1?7 >1/27  FALSCH!
n—oco G4+ K(A)eER(n,1/2,4logn)

VERMUTUNG. (LPCC) Es existiert ¢ € N|.X], so dass fiir alle m und hinreichend

grofles n:

Pr [G —rrp, G+ K(A)} > 1/q(n).

G+K(A)eER(n,1/2,4logn)
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